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1. Tensori

Tutte le grandezze fisiche possono essere espresse efficacemente come grandezze
tensoriali.

Il concetto di tensore pud essere visto come una generalizzazione del piu familiare
concetto di vettore.

Un vettore ¢ una grandezza fisica caratterizzata da una intensita e una direzione in
uno spazio a piu dimensioni: quindi ¢ un insieme di tanti numeri, quante sono le
dimensioni dello spazio, rappresentanti le componenti (proiezioni sugli assi di
riferimento): ¢ quindi una grandezza ad un solo indice. Ad esempio le tre componenti
secondo gli assi coordinati di una forza possono essere indicate sinteticamente come
fi (i=1,2,3)= (fi, f, f3) o piu comunemente (f;, fy, f ,).

Possiamo quindi dire che un vettore ¢ un tensore del primo ordine.

Se una grandezza fisica non ha bisogno di indici per essere definita (come ad esempio
la densita di massa di un solido) diciamo che si tratta di uno scalare, cio¢ di un
tensore di ordine zero.

I tensori veri e propri sono quelli a piu indici.

1.1 Tensore degli sforzi

Ad esempio il tensore degli sforzi ¢ un tensore a due indici, cio¢ del secondo ordine.
Infatti per esprimere lo stato di sollecitazione in un punto di un corpo, nello spazio
tridimensionale non bastano tre numeri, ma ne occorrono nove (3 > ), che poi per
motivi di simmetria si ridurranno a sei indipendenti. Per caratterizzare completamente
lo sforzo, definito come una forza per unita di superficie, occorre conoscere su
ognuno dei tre piani paralleli ai piani
coordinati le tre componenti della forza
nelle tre direzioni coordinate.
In simboli Oj j ( 1,_] :1, 2, 3) = (611, O12,
Osz G13; O21, 022 ,023; O31, O32, 033 ) che spesso
Oy viene SCritto come Gyy, Oxy, Oxz; Oyx, Oy,
CSyz; Ozx, C;zya Oz
Oxx Con oy, Oxy, Ox, Indichiamo rispettiva-
y mente le componenti della forza agenti
sulla superficie normale all’asse x_nelle
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direzioni coordinate X, y, z. con Gy, Oyy, Oy,, le componenti della forza agenti sulla
superficie normale all’asse y, nelle direzioni coordinate X, y, Z € cOn Gy, Gy, Oz, l€
componenti della forza agenti su una superficie normale all’asse z nelle direzioni
coordinate x, y, Z.

1.2 Tetraedro di Cauchy

7
t

E’ un tetraedro (immaginario) con tre facce triangolari a spigoli paralleli agli assi
coordinati convergenti nel generico punto P (x,y,z) e da una quarta faccia triangolare
la cui normale ¢ orientata arbitrariamente. Il tetraedro serve per mostrare che, noto lo
stato tensionale su tre piani perpendicolari € possibile ricavare lo stato tensionale su
un qualunque altro piano inclinato. Al tendere a zero delle dimensioni degli spigoli
del tetraedro, le eventuali forze di volume, come ad esempio il peso, (infinitesime del
terzo ordine) vanno a zero prima delle forze di superficie (infinitesime del secondo
ordine). Allora, note le componenti del tensore (cio¢ le forze per unita di superficie
sulle tre superfici parallele ai piani coordinati), dall’equilibrio del tetraedro, ¢
semplice ricavare nel punto P le componenti t, , t, , t,, della forza t per unita di
superficie la cui normale n sia individuata dalle sue componenti (coseni direttori) n y,
ny,n,.
Infatti per I’equilibrio delle forze agenti sul tetraedro infinitesimo nelle direzioni delle
tre componentti si ha:

tydA =1/2(ox dy dz + oy dz dx + o, dxdy)

tydA =1/2(oy dy dz +oy, dz dx + o, dxdy)

t,dA =1/2(6x dy dz + oy, dz dx + 5, dxdy)

dove dA ¢ la superficie infinitesima della quarta faccia del tetraedro.
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Poiché le proiezioni della superficie di normale n sui piani coordinati si ottengono
proprio dall’area dA per i coseni direttori di n,

infatti : dA ny= 2dydz ,dA n,~= '2dzdx, dA n,= 2dxdy,

in conclusione si puo scrivere, dividendo per dA ambo 1 membri delle tre equazioni di
equilibrio:

tx :(Gxx nx+0 yX ny+sz nz)
ty = (6 yny toyyny +o,, n,)
ty = (o x,nyxtoy,, ny +o, 0,

Quindi, dalla conoscenza delle componenti del tensore degli sforzi oj;, si possono
determinare le componenti dello sforzo su una qualunque superficie di normale n nel
punto P (X,y,z): in sostanza ¢ conosciuto completamente lo stato di tensione nel
punto.

2. Tensore di Reynolds

Le sue componenti sono chiamate sforzi o
sforzi apparenti di Reynolds e rappresentano i
valori medi dei flussi per unita di area della

. - quantita di moto dovuta alla turbolenza, cio¢
\ \ si ha:
dy o =

U+ u

Rj = p (uu, uv, uw ; vu, vv, vw; wx, wv, ww )

—%-9" W 1

& R . o .

—;\Gﬁ\ - p ¢ la densita di massa del fluido e u(x,y,z,t),
s <"tj"> B v(x,y,z,t), w(x,y,z,t) sono le componenti
i istantanee (a valor medio nullo) della velocita
\ dx del flusso turbolento intorno ai valori medi

TS, temporali.

Indicando con U (x,y,z ), V (X,y,2), W (X, y, z) maiuscole 1 valori medi delle
componenti della velocita, la portata in massa che passa attraverso la superficie
unitaria normale all’asse x, nell’unita di tempo sara p (U + u) e la quantita di moto
del flusso turbolento avra componenti sui tre assi
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pU+W) u, p(Utuw) v, p(Utu) w
Mediando nel tempo, poiché le u ,v, w hanno media nulla, otteniamo le componenti
di tali quantitd di moto attraverso la superficie normale all’asse x che valgono
appunto:

puu, puv, puw

Analogamente per le quantitd di moto dei flussi attraverso le superfici unitarie
normali agli assiy e z st avra:

pVU, PVV, pPUW € pPWU PWV, PWW
Tali grandezze rappresentano degli sforzi (forze per unita di superficie), agenti sui

piani coordinati perfettamente in analogia col tensore degli sforzi sopra definito e
rappresentano delle resistenze al flusso dovute alla turbolenza.



